Nombres complexes

Définition - Propriétés

» Un nambre complexe z sécrit de fagon urique souslaformea+bi;aldIR,bOIR
* On dt que a +bi est laforme dgébrique du nanbre mwmplexe z.

aest lapartierédledez on nde a=Re(2)

b est lapartieimaginaire de z, on nde b =Im(2).

* Lenombre cmmplexei est tel que 2= 1

» Les complexesdelaforme bi avech [ IR, sont appelésimaginaires purs.

» Deux nombres complexes ont égaux s et seulement s, ils ont méme partie réelle ¢ méme
partie imaginaire.

Equation du second d egré a coefficient réels

L'éguationa.2+ bz+ c= 0, oua, b et c sont desréds (avec a # 0) admet dans € deux
solutions (éventuell ement confondues). Soit A = b? - 4ac le discriminant de I'équation

* SA>0,lesdeux solutions ontrédleszy et zo.
e SSA<O0,onprutécrireA=(id)? avecd IR,
les deux solutions nt alors des nombres complexes, (conjugués l'un ce l'autre) :
-b-id . -b+id
Zl: , 22:
2a 2a
« Letrindme az2 + bz + ¢ sefadorise souslaforme a(z - 71)(z- )

Représentation géomeétrique d'un no mbre complexe

Dans le plan rappaté aun repere orthonamal, au nanbre complexe z=a + bi , on peut
associer lepaoint M(a ; b) oulevedeur v(a; b).

» |'axedesabscisses est appelél'axe desréds

» |'axedesordonnées est appelél'axe desimaginaires.

» z=a+bhi estl'affixedeM etdev.
= M(a; b) est I'image porctuelle, v(a; b) est I'image vectorielle de z=a+ hi.

S M apou affixe z=a+bi etss M'apou affixe Z=a' +b'i, aors

le vedeur HII\W‘ apou affixez-z=(a'-a) + (b' - b)i

* lemilieul de[MM" a

pou affixe z = HTZ
) . . _ az+bz
* lebarycentreGde (M ; a) et (M'; B) apou affixe zg = o (a+B#0.
a



Modu le et conjugu é d'un no mbre complexe

* On appelle modue du nanbre mmplexe z=a+bi ,al IR, b O IR, leréd paositif
[Zll= a2+ b?
Proriétés : [Zl=0 = z=0 ; -2 =14 ; lz+Z|< |4 + |Z]

z\_L

Z| 2|

iz =12.lz|

* On appelle onjugué du nanbre omplexe z=a+bi ,al IR, b 0 IR, le nombre mmplexe

_ z=a-ib
Zz=a2+b?
o 0 1_ 7
Proriétés: Z =2 ; |z |=z| ; S z#0 ==—
Z |Z|2
0 _ R | . ..
z.z=|z[¢ (dorc z.z estunréd pasitif)
] D I:ll 1 D D| _I DDI
z+7Z =z+2 ; z-72 =2-7 ; Z =22
— —— g
SZ#0 @:é - BH=Z
z z
7+ 7 z-7
Re(z) = o Im(2) ===
o2) =55 @=%
zestréd - z=7 ; Zestimaginairepur < z=-2

Si M apou éffixe zets M'apou affixe z dors OM =|z| e¢ MM'=|zZ' - Z]
Si U apou affixez, dors [u]= |z

Forme trigono métrique d'un no mbre complexe non nu |

Tout nombre @wmplexe non nu z peut-
étre écrit souslaforme:
,avec B 0 IR M

et rO0IR,
C'est laforme trigonamétrique de z.
r estlemoduedez, r=|z|

6 est unargument de z. cos®

z=r.(cosO+isnB)

sin®

Si z=r(cosO+isinB) aors )
* 7 =r(cos(-6) + i sin(-0))
et e -z=r(cos(B+m)+isin6 +m)

. l:i(cos(—e) +isin(-9))
z T



Argument d'un no mbre complexe

L'argument d'un nanbre complexe z n'est pas unique, il est défini moduo 2rt
Si 6 est unargument dez, on ndera argz =027 ou argz=0+ 2kt (kO Z)
On appell e argument principal de z I'argument de z appartenant a ]-m; 7).

Akl = 2]
gagz=argz [2n]

* *
PouzOC e zZ U C,ona Z
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Soient U et U' deux vedeurs non nus d'affixes respedives z et 7'
Onadors (T,u)=agz [27]
(uu)=agz-agz [2n]

Z et Z' éant deux nombres complexes non ndsona:

o arg(zz)=agz+agz [2n] ; arg %@z -argz [2n]
* ag %@z agz-aqgz [2n] ; ag(zM=nargz [27]
. arg(Dz):-argz [2nm] ; ag(-z)=agz+1 [2n]

Formule de MOIVRE : poutoutnZ,

(cosB +isinB)N =cos(nB) +isin(no)

Notation exponentielle

On nae et
cos 0 +isinB=g° r(cos@+isin@)=re® _
e 1B 10" = ¢ i(6+0))
. L _de-eio . &9 _iiee
el® el®'
Formule de MOIVRE : (€°)" = €™
FormulesdEULER :
O e|9 +e—i9
(0] =
FOMTT
0 el — a0
ing=
=
(L'utilisation des formules d'Euler permet de linéariser les

polynémes trigonométriques)



Utilisation en géométrie
Lanotion de distance @rrespond au module - Lanotion d'angleal'argument.
A, B et C étant trois paints distincts d'affixes zp, zg et z¢ dans (O;T,J) , dors:

. levedeur AE apour affixe zg - zp ,
e AB=1[z-2z.[J

I'angle B%B’ Ha pour mesure ag(zg - za) [2m]

. m. 2. -2
I'angle (AB , AC ) apou mesure arg(zc - zp) - a9(ZB - zp) = arg%izc _ ZA E
B A

. AB et%@ sont colinédres - 5&5 :a%\§ o OIR
ZC-ZA ZC - ZAQ

ZB-ZADIR* = arg%EZO [Tl]

AB & AC sont orthogonaux < A8 Ac -0

z2c-2 -Z
C"4A est imaginaire pur non nu = ag 2C AE: n [7]
ZB - Zp 78-7A0 2

=1

<~

Nombres Complexes et Transformation

- - - DD‘} . - -
Trangdation : soit unetranslation cevecteur U d'affixea; le point M (d'affixe z) est

m - m-
transformé en un paont M' (d'affixez' ) tel que: MM' = U dorcz -z=adoul expresson

complexed'unetrandation est: z =z + a; ouaest I'affixe du vedeur de trandation.

Homothétie : soit une homothétie de raport k et de cantre Q daffixe w; le point M (d'affixe

) est transformé en un pant M' (d'affixe z') tel que: SSDI\/T‘ = ks%jl\ﬁ dorcZ' - w=Kk(z- w)
d'oul'expresson complexe d'une homothétie est : z' - w=k(z- w) ;
ou west I'affixe du centre d k le rapport de cette homothétie.

Rotation : soit une rotationd'angle 6 et de centre Q daffixe w; lepoint M (d'affixe z) est

M - m - .
transformé en un pant M’ (affixe ') tel que: I'angle (QM ,QM ') =6 dorc 7' - w= €%z - w)
d'otl ' expresson complexe d'une rotation est : 7' - w= €%z - w) ;
ol w est I'affixe du centre ¢ 6 I'angle de cette rotation.

L'applicaion qu au pant M d'affixe z ascie le point M* daffixe Z = z.€®
ou 6 est un nanbreréel fixé, est larotation de centre O et d'angle 6.

* Le ercle de catre A daffixe zp et de rayon r est I'ensemble des points M d'affixe z
vérifiant : [z- za0=r



