COMBINATOIRE

A. Notion d’expérience aléatoire

1. Définition

Une expérience ayant un nombre fini d'issues possbles est gppelé expérience aléatoire Sil e
impossible de savoir al’ avance quelle en seral’issue. L' ensemble de toutes les issues possibles est
appelé I'univers des possibles associé a cette expérience; |1 est généralement noté W. Chagque sous
ensemble de W contenant un seul dément, ¢’ est a dire chague issue possible est appd é événement
démentaire,

2. Remarque

S on note chague issues possibles ey,...,e, dorsW={e,,...,e} e chague{e} et dorsun événement
démentaire.

Une expérience déatoire est déterminée par I’ expérience que I’ on effectue et donc I’ univers auss, c'est a
dire que s on change d’ expérience aéatoire, on change auss d' univers!

B. Vocabulaire des événements

1. Définition

Soit E une expérience déatoire et W I’ univers des possibles associ€ a cette expérience. L’ ensemble de
toutes les parties de W, P(W) est |’ ensemble des événementsliéa W.

W et I’ événement certain. A et I’ événement impossible,

2. Composition d’événements

a) Evénement AE B
Laloi E dans P(W) correspond al’emploi du « ou indusif » entre deux événements.

b) Evénement AC B

Laloi C dans P(W) correspond al’ emploi du « et » entre deux événements.
Dansle cas ou ACB=/, on dit que les deux événements A et B sont digoints ou incompatibles.

c) Evénement contraire

Soit A un événement lié a une expérience déatoire E d' univers associé W. A est donc une partie de W.
Ains Ca={el Wel A} est associéal’ événement qui n'est rédlisé que si A ne I"est pas. On I’ appelle
complémentaire de A ou « non A ». Il est noté A.

Onadors: AUB=ANB e ANB=AUB e (n>p)=(n£p)




C. Axiomatique du calcul des probabilités

1. Axiomes du calcul des probabilités

Soit E une expérience déatoire et W son univers associ€. On appelle probabilité, notée p, toute
application de I’ ensemble des événements P(W) dans [ vérifiants lestrois axiomes suivants :
Al: " AT PW O£p(A)£1

A2 p(W)=1

A3 si deux événements A et B sont incompatibles alors p{AU B) = p(A) + p(B)

2. Conséguences
Laprobabilité d un événement A={e,,...,e,} est telle que p(A)=p(e)+...+p(e).

p(A) =1- p(A)
p(AE) =0

P(A E B) =p(A)+ p(B)- p(A C B)

3. Cas particulier important : I'équiprobabilité

L’ équiprobabilité correspond au cas ou tous les événements é émentaires ont laméme probabilité. Sil y
an événements éémentaires chacun posséde une probabilité de 1/n d’ apparditre. Dans ce cas, on peut
écrire laformule suivante

o(A) = nbre d'déments de A nbre de cas favorables

nbre d'déments de W: nbre de cas possibles

D. Probabilité conditionnelle

1. Définition
Soit p une probakilité sur un univers W et soit A un événement de probabilité non nulle. La probabilité
P(AC B)

gue |’ événement B soit rédise sachant que A I'est d§aest défini par p(B/ A) = o(A)

.On
I appelle probabilité conditionnelle.

2. Propriétés

p(W/ A) =1

p(BE C/A)=p(B/A)+p(C/A)

P(A C B) =p(A/B)p(B)=p(B/A)p(A)

Cette formule est appelée formule des probabilités composees.

3. Exemple
deux machines M1 et M2 fabriquent des tiges. Elles produisent respectivement 1/3 et 2/3 dela
production. Lamachine M1 sort 5% de tiges défectueuses et M2 en sort 6%.



Soit lesévénements A : «latige est fabriquée par M1 » B : « latige est fabriquée par M2 »

D : «latige est défectueuse ».

1) Quelle et laprobahilité que latige soit fabriquée par M1 ? ' est p(A)=1/3.

2) Ontire unetige dela production de M 1. Quelles est la probabilité qu’ ele soit défectueuse?

C'est p(D/A)=5/100.

3) On tire unetige de la production. Quelle est la probabilité pour qu’elle provienne de M1 et qu'dle

1
soit défectueuse ?C'est PIA C D) =p(D/A)p(A) = 0"
4) On tire une tige de la production. Quelle est la probabilité pour qu’ dle soit défectueuse ?

= 17
C'est p(D) =p((A C D)E (B C D)) =p(D/A)p(A)+p(D/B)p(B) =55
5) Quelle est la probabilité qu’ une piece défectueuse ait été fabriquée par M1 ?
, _P(AGD) _1,300_5
CetPAID =0y 0 17 "17

E. Evénements indépendants

1. Définition
Soit W univers des possibles d’ une expérience aéatoire E et p une probabilité associée. Deux
évenements sont dits indépendants relativement ap 9 : p(ACB)=p(A)p(B)

2. Remarque

Il ne faut pas confondre indépendant et incompatible

S deux événements sont indépendants aors p(ACB)=p(A)p(B) donc p(B/A)=p(B) &t p(A/B)=p(A) ;
cdasgnifie que deux événements sont indépendants S et seulement S larédisation del’ un n'influe pas
aur larédisation de I’ autre,

F. Eléments d’analyse combinatoire

1. Les p-listes

Elles correspondent a un tirage successif et avec remise ¢’ est adire que les répétitions sont possibles et
gue I’ ordre est important.

Le nombre de p-listes d' un ensemble E an édémentsest i’

2. Les suites de p éléments distincts

Elles correspondent a un tirage successf sansremise, ¢ et adire que les répétitions sont impossibles et
I’ ordre est important.

a) Les permutations

Toute suite de n déments digtincts choigs parmi les n déments d’ un ensemble E est appelé permutation
de n déments. Le nombre total de permutations d’' un ensemble de n démentsest : nl.




b) Les arrangements

Toute suites de p déments digtincts choisis parmi n déments digtincts (nCIp) est appel é arrangement de p
ééments parmi n. Le nombre totd d’ arrangements de p déments parmi n et :

Al=n(n-1vs(n- p+2

3. Nombre de parties a p éléments d’'un ensemble a n éléments (p _n)
Il correspond a un tirage Smultané ¢’ est a dire que les répétitions sont non possibles et quel’ ordre n’est

pas important.
Toute partie de p déments distincts choisis parmi n éments (p < n) est appelée combinaison de p

p
n

ééments parmi n. Le nombre total de combinaisons d’ un ensemble an démentsest: C’ :H'

4. Propriétés des arrangements et combinaisons
n! n!
b b= ; formules évidentes & montrer & partir de la définition....

A=t & & hin p

CP = C"? en effet il y a autant de parties de E a p éléments que de parties de E a n-p éléments..

CP1+CP, = CP cette formule peut se montrer & partir des formules de définition mais aussi par des
considérations ensembliste : soit al E et E'=E\{a} alors lors du choix d'un sous ensemble F & n éléments de
E deux cas peuvent se produire & savoir al F cela revient & choisir une partie a p-1 éléments de E' (Cﬁ:i facon

de la faire) ou al F cela revient a choisir une partie & p éléments de E' (C” , fagon de le faire) on a donc :
Cri+Ch,=C}

Valeurs particuliéres :

A° =1 ce=1
Al =n C. =n
A" =n! cr=1

5. Triangle de Pascal - bindme de Newton :

Triangle de pascal : la construction est basée sur la propriété C”; +CP? = CP.

n\p 01 2 3 45
0 1

1 11

2 12 1

3 13 3 1
4 1 4 6 4 1
5 15 10 10 5 1

10



n ’En
Bindme de Newton : |[(@+b)" =a C’a’b™"
p=0

Par exemple : (a+b)° = a° +5a’b+10a’b® +10a’b® + 5ab* + b°

=~
Remarque : dans les cas particulier o a=b=1 on obtient d C° = 2"
p=0



