‘ FONCTIONS CIRCULAIRES

Sont appelées fonctions circulaires les fonctions liées au cercle trigonométrique, a savoir notamment les

fonctions sinus, cosinus et tangente.

Rappel ons comment sont définies ces trois fonctions : N
Si H est l'intersection de la tangente au RAPPELS
cercle en | avec ladroite orientée (OM) J . tan x -1<cosx<1
alorstanx= IH . R Y -1<sinx<1
Cette définition prolonge celle déja connue cos(—X) = Cos X
dans le triangle rectangle. En effet, lorsque 5 XCO;X | (lafonction cosinus est paire)
X est une mesure d'un angle aigu, on a dans sin(—x) =-sinx
letriangle OIH rectangleen | : (lafonction sinus est impaire)
tanx = g = % =IH =

Exercice : par un raisonnement géométrique, démontrer que : sin X < x < tan x pour tout x 0 [0 ;E [.

I) Fonction périodique

Définition : Soit f une fonction définie sur un domaine Dy et T un nombre réel non nul. On dit que f est
périodique de période T (ou T—périodique) s :
pour tout réel x 0 Dy, x+ T O Dy et f(x+T) = f(X)

Exemples : lesfonctions sinus et cosinus sont des fonctions 2re-périodiques définies sur R. Cela se traduit par les
relations: cos(x + 21) = cos x et sin(x + 21 = sin x pour tout réel x.

Intérét : dés qu'une fonction T—périodique est connue sur un intervalle de longueur T, alors elle est connue sur

tout son ensemble de définition. Il suffit de compléter la courbe par trandation de vecteur k Ti (k O Z). Pour
étudier (ou tracer) une fonction périodique, on se limite donc a une période.
Notonsque si T est une période, tout multiple de T en est une autre :

o E X+ 2T) = fx+ T) = f(¥) = f(x=T) = f(x-2T) = ...
Application : calculer cos(73m). Puisque 21 est une période de la fonction cosinus, 36x21T = 7211 en est une
également, on a donc cos(73m) = cos(Tt+ 721) = cos(T) = —1.
M éthode pour trouver |a période d'une fonction trigonométrique : f(x) =cos3x; T="7?

Larelation f(x + T) = f(X) setraduit par :

cos(3(x + T)) = cos(3x + 3T) =cos 3x,donc 3T =21, T = 2—; .

Généralisons :

la période de lafonction définie par f(t) = cos(ut + ¢) est T = 2—(:

la période de lafonction définie par f(t) =sin(wt + ¢) est T = %




Démonstration : f(t + 2—(:) = cos(w(t + %) + ) = cos(wt + ¢ + 21) = cos(uk + d) = f(t).

Démonstration analogue pour lafonction sinus.

I) Etude des fonctions sinus, cosinus et tangente

Nous le savons dg g, les fonctions sinus et cosinus sont 2repériodiques, définies sur R. Nous pouvons donc nous
contenter de les étudier sur un intervalle de longueur 21, par exemple [0 ; 2 ou ]-7t; 1]. Mais nous savons, de
plus, que la fonction cosinus est paire (cos(—x) = cos X) et que la fonction sinus est impaire (sin(—x) = —sin x).
Leurs représentations graphiques admettent donc des symétries. C'est pourquoi nous étudierons ces fonctions sur

[0; .

Nous rappelons | es résultats fondamentaux suivants :

Lafonction sinusest dérivable sur R et safonction dérivée est la fonction cosinus
Lafonction cosinus est dérivable sur R et safonction dérivée est la fonction —sinus
De maniére plus générale,
ladérivée desin(ax + b) est a cos(ax + b)

la dérivée de cos(ax + b) est —asin(ax + b).

Exemple de démonstration : pour lafonction sinus; f(x) = sin x

Letaux d'accroissement de f en x sécrit :

sin(x+h) —sinx _ sinxcosh—sinhcosx—sinx_Sinxcosh—l_sinh

—— COS X
h h h h
. B Y —
Or, on démontre que lim SI—nhzlet lim cosh 1:0. D'ou lim M:cosx.
h-0o h h-0 h-0 h

Ces résultats nous permettent de trouver les variations des fonctions sinus et cosinus :

FONCTION SINUS

Posons f(X) = sin x. On adonc f'(X) = cos x

Sur [0; 1—21 [, f'(X) = cosx > 0, donc lafonction sinus est strictement croissante sur [0 ; 1_21 [

Sur] g : Tl f'(X) = cosx < 0 donc la fonction sinus est strictement décroissante sur | g 1.

D'oul le tableau de variations de la fonction sinus :

x|0 n T
2
f'=cosx |1 + 0 - -1
1
Variationsdesin
0 0

On en déduit la représentation graphique de la fonction f définie par f(x) = sin x sur [0 ; T{ que I'on complétera

sur [—Tt; T4 par symétrie par rapport al'origine puis sur R, par translation de vecteur 2 k 1t i (kO 2).




On compléte

sur [—7t; 0] 17
par symétrie

par rapport a 1

l'origine X I

—In _3mn n 3n 2n Sm X
2 2 2 2
Intervalle
d'étude

FONCTION COSINUS

Posons f(x) = cosx. Onadonc f'(x) =—sinx
Sur [0; 10, f'(X) =—sinx < 0, donc lafonction cosinus est strictement décroissante sur [0 ; 11.

D'ou le tableau de variations de la fonction cosinus :

f(x)=-sinx |0 - -1 - 0

! \
variations de cos 0

On en déduit la représentation graphique de la fonction f définie par f(x) = cosx sur [0 ; T que I'on complétera

sur [-TT; T par symétrie par rapport al'axe des ordonnées puis sur R, par translation de vecteur 2 k mi (kO 2).

On compléte y
sur [—Tt; 0]
par symétrie
par rapport a »
l'axe (Oy) T
2
21 - T 2 O X

FONCTION TANGENTE

sinx
Posons f(x) =tanx = ——
COSX

Ensemble de définition : Dy = R\ { g+ kmt, k 0 Z} car cos x Sannule pour X = g+ kmkOZ
Parite : Lafonction tangente est impaire. En effet, D; est symétrique par rapport a0, et de plus:

sin(-x) _ sinx _

= —tan x
cos(—Xx) COSX

pour tout x 1 D¢, on a: tan(—x) =

Périodicité : lafonction tangente est Tepériodique. En effet ;

sin(x+ 1) _ sinx_t
Ccos(X+T)  COSX

pour tout x O Dy, onatan(x + 1) = an x




La fonction tangente étant Tepériodique et impaire, nous pouvons restreindre son étude al'intervalle [0 ; > [.

Limites au bornes de I'intervalle d'étude :

. . sinx . . .
lim f(x)= lim ——=0car lim snx=0et lim cosx=1
x-0* x- 0" COSX x-0" x-0*
. . sinx . . :
lim f(x)= lim ——=+c0 car lim sinx=1et lim cosx=0aveccosx>0.
o n~ COSX L o
X—— X — X — X —
2 2 2 2
. . L s
La fonction tangente admet donc une asymptote verticale d'équation x = rh
. . u o , L uv-uv )
Dérivée : lafonction f est delaforme — , sadérivée f' seradonc égale a >— cequi donne::
v %
COSXCOSX —SinX(—sinx 1
f'(x) = ( ) - =1+tan’x
cos? X cos? X

Sens de variation : puisgue

! est strictement positif pour tout réel x de [O ; I [, on en déduit que la
cos? X 2
. . ) I
fonction tangente est strictement croissante sur [0 ; £l [.

Tableau de variations :

signe de f'(X) +

+00
variations de tan
0

N . . . . I ; m T
D'ou la représentation graphique de la fonction tangente sur [O ; E[ gue I'on complétera sur ]_E; E[ par

symétrie par rapport al'origine puis sur Dy, par translation de vecteur k i (kO 2Z).

y
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Exemple : étudier lafonction f définiesur R par f(t) =t+sint.

Parité: f est impaire. On peut restreindre l'intervalle d'étude &[0 ; +1q.

Périodicité : aucune. Cependant : f(t + 2m) = 2mt+ f(t), pour tout t [J R.

On peut donc étudier la fonction sur [0 ; Tf. On complétera la courbe, d'une part, par symétrie par rapport a
I'origine O du repére (f impaire) puis al'aide de trandations de vecteurs 2k i+ ] ).

Comme, t -1 < f(t) <t+1, onendéduit lim f(t)=+coet lim f(t) = —co.
t - 4o t o —oo

Dérivée: f'(t)=1+cost=0et f'(t) =0 = cost=-1 = t=m+2ki, kOZ.

Tableau de variations::

t{0 LS
Signedela
dérivéef' |0 + 0
Variations s
dela /
fonctionf (O
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