L es vecteurs — Repérage dans e plan

V ecteurs

_____________ . B
Définition : On dit que deux vecteurs sont égaux lorsqu’ils u
ont méme direction, méme sens et méme longueur. F
i
o A
Onnote U =AB=CD = EF. /
E

« Levecteur nul ‘0 : pour tout point M, MM = 0 .

« Levecteur opposé a AB est le vecteur qui alaméme direction, laméme longueur que AB mais
un sens opposé. C' est donc le vecteur BA.

Onnote: -AB = BA.

Propriété :

Dire que quatre points A, B, C et D sont tels que AB = DC équivaut a dire que les ssgments [AC] et
[BD] ont le méme milieu.

En particulier, si les points ne sont pas alignés, ¢’ est équivalent a dire que ABCD est un

parallé ogramme. E
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| est lemilieu de[AC] et celui de[BD] | est lemilieu de[AC] et de[BD] et

ABCD est un paralléogramme.

b) somme et différence de vecteurs

Définition : L.asomme de deux vecteurs U e v
est levecteur, noté u + v , défini ainsi :

A étant un DEOi nt quelconque, on place le poi nt B tel u
queAB = U , puislepoint Ctel queBC = V ;
dors U + v =AC. "

L’ égalité AB + BC = AC est appelée relation de Chasles.

U =OMet v =ON,
= OR ol OMRN est un paralléogramme.

Remarm ue:g
aors u + v
On en déduit laregle du parallélogramme :

A, B et C étant donnés,

AB +AC=AD équivaut & ABDC est un parallélogramme.

Définition : Ladifférence du vecteur U et du vecteur v
S obtient en gjoutant au vecteur u I’opposéduvecteur v :

m. [m-

U-—v=mu+(Cv).

Lemilieu de [AB] est lepoint | tel que: AB = 2AI ou Al =ZAB, SRS S
Autrestraductions: Al =B ; TA =-1B ; Al + Bl = 0. A

Exercice:

1. Démontrer que pour tous points O, A et B, OB — OA = AB
2. A, B et Csont troispoints; | est le milieu de [BC].
Démontrer que 2Al = AB + AC.




1. OB — 6A OB +A0=A0+OB=AB dapréslarelation de Chasles.

2.AB+AC= Al + B + Al + [C dapréslarelation de Chasles
—2%| +1B + IC

Or | est lemilieu de[BC], d'otl IB + IC =0

Donc on abien 2AlI = AB + AC.

. Multiplication d un vecteur par un réel

‘U désigne un vecteur hon nul et k un nombre réel non nuI
Le produit du vecteur ‘U par le reel kest levecteur k U tel que:
«k'U et U ont mémedirection

Lorsquek >0 Lorsquek <0
*k'u ale méme sens que u ek u est de sens opposé & celui de u

« lalongueur dek t u est le produit de k « lalongueur de k U est le produit de I’ opposé
par lalongueur de U . de k par lalongueur de U .
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L es égalités de longueur peuvent étre résumeées par : AC = [k[JAB.

iy . A

* centredegravité d'untriangle:
Le centre de gravité du triangle ABC est le point G tel que
RG=% Al ou GA =-2 Gl lorsque | est le milieu de [BC]
(c'est adire que (Al) est lamédianeissue de A). G

TR N . .
Autrestraductions: [G =3 A ; Gl = Z&A. g a

A

* |e théoreme des milieux
ABC est untriangle.

Si M est le milieu de [AB] et N celui de [AC] alorsﬁiNzééc. N
En effet : MN = MA + AN d apréslarelation de Chasles \y\‘
:%ﬁA +%,&C car M est le milieu de [AB] B .
et N celui de[AC]
:% (BA + AC) :% BC d apréslarelation de Chasles

Progrletes
e ku =0 équivauta k=0ou U —EO
. Pour tous réelsk, k' et tous vecteurs U , Vo

k(U + V)=kUu +kV k(K U)= (k<) U
(k+k)Uu =k'u +k U 1.u = u
Exemples:

« 2AB +3AB = (2 +3)AB = 5&5

axEu g -

«3AM =0 équivauta AM = 0 ,cestadireA =M.



Colinéarité de deux vecteurs

a) vecteurs colinéaires B

________________ m-

Définition : Dire que deux vecteursnonnuls U =ABet v =CD 3 C
sont colinéaires signifie qu’ils ont la méme direction. /
A D

Celasignifie que les droites (AB) et (CD) sont paralléles ou
confondues.

Propriété : Dire que lesvecteursnonnuls U et v sont colinéaires équivaut adire qu'il existe un
nombreréel knonnul tel que v =k u .

» Dire quelesdroites (AB) et (CD) sont paralléles équivaut adire qu'il existe un nombre réel k non
nul tel que CD = kAB.

» Direquelespointsdistincts A, B et C sont alignés équivaut adire qu’il existe un nombre réel k
non nul tel que AB = kAC.

C

Exercicel:

Danslafigure ci-contre :

ABCD est un parallélogramme de centre |,

B est le milieu du segment [AE],

G est le centre de gravité du triangle ACE, et BF = 2BA + AD.
Déterminer lesrelations reliant AE et CD, CG et CB,

puis El et EG.

Calculer TE + TF, puis montrer que E, G et F sont alignés.

AE = 2AB car B est le milieu de [AE]
=2DC=-2CD car ABCD est un parallélogramme.

CG= % CB car G est le centre de gravité du triangle ACE.

EG :g El car G est le centre de gravité du triangle ACE, donc El = 3.

2
IE + IF = IB + BE + IB + BF d'apréslarelation de Chasles
=2IB + BE +2BA+AD
:ZﬁjﬂB +BA)+AB + AD (BE = AB car B est le milieu de [AE])
=2[A + AC (AB+AD = AC car ABCD est un parallélogranme)
=CA+AC= 0 (21A =CA carl estlemilieu de[AC])
On en déduit que | est e milieu de [EF].

Onaadors EF =2El etdeplus El :g EG donc EF = 3EG et lespoints E, F et G sont alignés.
Exercice?2:

ABC est un triangle, les points | et J sont tels que Al :%E(B

et AJ=3AC /Cé
1. Exprimer [C et BJ en fonction de AB et AC.

2. En déduire que les droites (IC) et (BJ) sont paralleles. A I B

1. IC = IA + AC d'apréslarelation de Chasles

_ 1 -
—-BE(B+/5C

BJ = BA + AJ d'apréslarelation de Chasles



BJ =- AB +3AC
2. D’aprésles égalités précédentes, on obtient : BJ = 31C
Donc les vecteurs BJ et [C sont colinéaires et les droites (BJ) et (IC) sont parall&les.

V. Repérage d’ un point

Choisir un repére sur unedroite A, ¢’ est se donner deux points distincts O et | de A, pris dans cet
ordre. O est I'origine du repére. Posonsalors Ol = i .

Levecteur i est appelé vecteur de base. Lerepéreseranoté (O; i ).

Définition : L’ abscisse du point M de A danslerepére (O; i ) estleréel xtel que OM =x i .

|

Exemple : OM :% signifie que M a pour abscisse%danslerepére(o;mi ).

N a pour abscisse -2,3 danslerepére (O ;i ) signifieque ON =-2,3 i .
N @) l M
2,3 0T 1 !
2

b) repérage dansleplan

Définition: (O; i , ) ) est un repéeredu plan. Il est constitué d’ un point O appelé origine du
repereet d'unebase( i , j ), C'est adire deux vecteurs non colinéaires pris dans cet ordre.

Remarque : N N .
- Lorsgue les directionsdes vecteurs i et | sont perpendiculaires, labase( i , j ) est

orthogonale. N §
- Une unité de longueur étint (]:Dhoisi e s | et j ontdesdirectionsperpendiculaires et ont pour
longueur 1, alorslabase (1 , | ) est orthonormale.

Coordonnées d’ un point dans un repére

Soit M un point du plan muni du repere (O ;i , j ). N , _ ,
En tracant la paralléle a chaque axe passant par M, on ’
obtient deux pointsH et K. Y £
Il existe un unique régl x et un uniqueréd y tels que : /
OH=x"i eOK=y] .
Onaalors OM = OH + OK,

CestadireOM=xi +yj . TR va
Ondit que (x ; y) est le couple des coordonnées du ! e
point M danslerepére (O; i ,j ).

V. Coordonnées de vecteurs
Dans ce paragraphe, un repére (O ; i , j ) du plan est fixé.
a) Généralités
‘U est un vecteur donné; M est le point tel que OM = U .
Notons (X ; y) les coordonnées du point M.
AlorsOM =x"i +y'j .Donc U =x1 +Yyj .
Ainsi tout vecteur du plan peut s écrire souslaforme: U =x1 +yj .

Définition : Dire que le vecteur U apour v _f' «

B o, Hiz:y) S 4
coordonnées f Fdanslerepere (051, 7) i 7 S S 2 - W
. g m b m, o [ X[ Y _.""-'- f " . _-'I
signifieque u =x 1 +y | .Onnote u Oy :f el Y s

Propriété : Dire que les vecteurs U %Bet v % %sont"égaux équivaut a dire due leurs
coordonnées respectives sont égales: x=x et y=y'.



Propriétés : U % Eet Y, % @sont deux vecteurs et k est un réel quelconque,

o o ; + X
e Levecteur U + v a pour coordonnées % + y. @;
Ckx [

 Levecteurk U a pour coordonnées Cky O

- ey

Eneffet U =x'1 +yj e v =X i +y j,onadors U + v =(X+X) i +(y+y)] .

Calcul des coordonnées de AB :

A(Xa; Ya) € B(Xs; ys) sont deux points. f n
§ ] _x .-E._.--....-.........-.........-..---'-.'-'._'_'.:.'?
Le vecteur AB a pour coordonnées %( A% f
o r’ T fee
o | A o
Démonstration : fa : RN
D’ apréslarelation de Chasles, AB = AO + OB T -

et A0 =- OA. Deplus OA = X, i +yAE i
etOB=xg i +yg | .OnobtientadorsAB=(xg—Xa) i +(Ys—Ya) ] -

. N m. m, . m- 3
Exercice: Dansunrepere (O; 1 , | ),ondonnelepoint A(-1; 2) et levecteur u %l%

Latranslation de vecteur ‘U transforme A en B.
Calculer les coordonnées de B.

Solution : On note (Xg ; yBg les coordonnées du point B.
Latranslation devecteur U transforme A en B signifieque u = AB. Les coordonnées de ces
deux vecteurs sont donc égales.
Onendéduit:xg—(-1)=3 et yg—2=-1

dou xg=2 e yg=1 DoncB(2;1).

Coordonnées du milieu d’ un segment

Soient A(Xa ; Ya) €t B(Xg ; yg) deux points du plan muni o un repére (O ;i ,'j ), alorslemilieu | du

+ +
segment [AB] a pour Coordonnéesg(A 5 X8 ; Ya . YB %

En effet, | est le milieu de [AB] se traduit par Al :%KB

+ Xg
2

1 —Xa [, B —Xa . T _1 A

et Al %(I A % RB%B_yA%On obtient alors les égalités: x; —Xa = 2(xB_xA) dolx =
1 . +
et yl_yA:E(YB—yA) douy, :Lzm.

Exercice : Danslafigure ci-contre : ABCD est un
paralléogramme, le point P est le milieu du segment
[AD], le point R est le symétrique de B par rapport a D

et le point Q est tel que,&'Q:%KB. ¢
. 7

On veut montrer que les points P, Q et R sont alignés. ' ” '

Solution: Onpose i =ABet j =AD K e

i o T B

Danslerepére(A; i , j ),B(1;0),D(0; 1), Q(% ;0) car AQ =3 AB

et P(O;%) car P est lemilieu de [AD].
R(Xr; YRr) est le symétrique de B par rapport aD, D est alorsle milieu de [BR].



On obtient alors xp :LZXR et Vo :L;m.

D’ou 2Xp = Xg + Xr c'est adire O0=1+xg etxg=-1
2yp=Yg+Yyr Cestadire2 =0+yr et yr=2 doncR(-1; 2).

Bb-:0 00
On obtient alors QP% @ QP D 6PD1
B0 20

et 6R§j§ @ 6RHZ : E E-:E Onaaors QR = 4 QP.

Les vecteurs QR et QP sont colinéaires, donc les points Q, P et R sont alignés.

Propriété : Dansun repere(O'm‘ i) fixé,

dire que les vecteurs non nuls U %Bet Y% % Esont colinéaires équivaut adire que xy’ —x'y = 0.

exemples :
-0 O
n 1 039 2 glg 1.1
D [ et V|:| [Jalors xy' =Xy = —x%—%—x —@—-—+—-o
1 3"H55 5 520 575
DzD DsD
Donc U et v sont colinéaires.
2
020
ke H H 2 472 10 8 _ 2
"o UDE et v g Spaors xy =xy= 15753357 15 157 1570
s O 5

Donc U et Vv nesont pascolinéaires.

Exercice: Le plan est muni d’unrepére (O ;i , j ).

On considéreles pointsA(-2; 3), B(4; -1) et C(1 ; 4).

Déterminer lespoints D(4 ; y) et M(x ; 2) telsque:

ABCD est un trapéze, de bases paralleles [AB] et [CD], et M est un point de la droite (AB).

- yAE RBgl(Z)E KB%@
et&D%(D XC% 8D@ 4§ 5D% A=

Bet&Dsontcollnealressgnlfleque6>< (y—4)—-3x (-4 =0
6y—12=0 doncy=2etD(4;2).
* M est un point de (AB) signifie que les points M, A et B sont alignés et donc quel%vecteursE(B
et AM sont colinéaires.

KB, He AMEY T AvE; B AMB 2R

AB et AM sont collnealr%sugnlfleque
6x(-1)—-(-4x(x+2)=0

1 1
2+4x=0 donc x—-2etM(-2,2). B
d) Distance entre deux points I >
Propriété : A(Xa ; ya) € B(xg ; ys) sont deux /JVB' Ya)l
points d'un repére orthonormal (O; i ,j ).

Ladistancede A 4B est donnée par : F oA Ogxgi M

AB =1/(Xe —Xa)2 + (V& — Ya)?

—
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